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Résumé 
Dans la communication (Rey et al CFM 2013), nous avons mis en évidence quelques incohérences physiques 
des systèmes d’équations simplifiées de la bibliographie. Ici, nous insistons sur la nécessité de disposer d’un 
modèle sans approximations restrictives, et nous présentons un code (H. Barrios 2010) qui a l’avantage de 
donner des résultats plus fiables car il est basé sur un système d’équations cohérent. Nous comparons nos 
résultats à ceux de la bibliographie sur la simulation numérique 2D des écoulements de convection libre en 
cavité fermée, avec échange de chaleur en parois verticales en particulier pour évaluer le rôle de la 
dissipation et du travail des forces de pression de l’équation d’énergie  
Abstract 
In Rey et al CFM 2013, we highlighted some physical inconsistencies of the simplified system of equations 
used in the bibliography. The need of having a numerical model without restrictive approximations is 
pointed up, and we present a code (H. Barrios 2010) which has the advantage of providing more reliable 
results, because it is based on a coherent system of equations. We compare our results against the literature, 
in particular for evaluating the role of the viscous dissipation and the pressure work forces in the energy 
equation, in a 2D enclosed cavity with natural convection flow, heating from the vertical walls. 
Mots clefs  : équation des gaz dilatables, calcul numérique, code non Boussinesq.  
1 Introduction 
La notion de modèle en mécanique (des fluides) a permis depuis plus d’un siècle d’avancer sur la prévision 
des phénomènes physiques en jeu et leur rôle dans les développements spatio-temporels. 
Si nous considérons que modéliser correspond à observer à travers un filtre qui ne laisse paraître que les 
mécanismes dominants, l’écriture des équations en utilisant un développement des grandeurs variables en 
grandes et petites variations permet de « régler le filtre » sans incohérence sur le plan de la réalité physique. 
Ce sont d’une part les démarches de O. Reynolds [1] et A. Favre [2] qui coupent différemment entre 
grandeurs moyennes et grandeurs turbulentes, ou celle de J. Boussinesq [3], pour les liquides, dont les 
équations correspondent à un développement limité au premier ordre sur les variations de masse volumique. 
Par contre, si pour une même situation physique, le « réglage du filtre » est modifié en fonction du choix du 
bilan examiné (quantité de mouvement, énergie, concentration…) alors la question de la cohérence se pose, 
la démarche n’est plus la même démarche de modélisation telle décrite plus haut, mais plutôt une démarche 
d’approximation : La physique réelle est simulée par une autre physique. Par exemple, sur le plan 
expérimental, un écoulement de gaz est simulé par un écoulement liquide, ou sur le plan numérique un 
écoulement est « liquide » pour l’analyse dynamique et « gazeux » pour l’analyse énergétique… 
Dans la communication (Rey et al CFM 2013), nous avons mis en évidence quelques incohérences physiques 
des systèmes d’équations simplifiées de la bibliographie. Ici, nous insistons sur la nécessité de disposer d’un 
modèle sans approximations restrictives, en justifiant pour ce modèle (H. Barrios [4] [5]), le choix d’une 
résolution à partir d’équations dimensionnelles. Ce modèle plus « exact », qui reste toutefois un modèle 
puisqu’il s’inscrit dans le cadre de l’hypothèse du continu (filtre macroscopique) et des gaz parfaits, a 
l’avantage de donner des résultats plus fiables car il est basé sur un système d’équations cohérent. Ainsi nous 
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l’utilisons pour valider quelques résultats de la bibliographie sur la simulation numérique 2D des 
écoulements de convection libre en cavité fermée, avec échange de chaleur en parois verticales. 
2 Considérations générales  
Nous notons dans la bibliographie que les auteurs s’interrogent de plus en plus sur la validité des hypothèses 
couramment admises, en particulier sur le rôle du travail des forces de pression et de la dissipation dans 
l’équation d’énergie (Costa [6], Pons et Le Quéré [7, 8, 9]). Cependant ces mêmes auteurs restreignent leur 
analyse à celle d’un écoulement d’un gaz ne répondant qu’à une variation de volume indépendante de la 
pression. Les changements de variable et l’écriture sans dimension ne permettent pas d’examiner facilement 
ce qu’il en est de la réalité physique eu égard aux approximations. 
2.1 Analyse phénoménologique et échelles caractéristiques 
La question étant posée sur l’écriture de l’équation d’énergie compte tenu du choix de la loi reliant les 
grandeurs d’état, nous reprenons maintenant la formulation générale de l’équation d’enthalpie et son écriture 
mettant en évidence le travail des forces de buoyancy : 
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Les nombres sans dimensions caractéristiques des mécanismes physiques en jeu comparent chaque membre à 
droite des égalités au terme convectif de gauche. En échelles de grandeurs caractéristiques nous déduisons le 
tableau suivant pour l’équation (2). Il est bien évident que le choix de refU  est sans conséquence si la valeur 
des nombres sans dimension qui en résulte n’est pas prétexte à simplification. Dans la bibliographie deux 
valeurs très différentes sont avancées (reportées dans le tableau) et des simplifications sont pratiquées. 
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). 
Les conclusions sont très différentes suivant l’échelle caractéristique des vitesses choisie. En effet avec 
g=10m/s² et pour les gaz usuels : 
i) Si 
H
U ref
α
= , alors le terme de conduction équilibre le terme de convection, les termes de pression 
et dissipation seraient négligeables ainsi que le terme de gravité (pour 
g
Tc
H P 0<< ).  
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ii) Si Ra
H
U ref 2
2
2 α
= , alors les termes de pression et de gravité sont du même ordre de grandeur. S’ils 
se compensent il n’est pas pensable de négliger l’un et conserver l’autre. On note que cette 
échelle provient de l’analyse dynamique, qui s’écrit 2/12/10 Pr)()( RaHgHTref
αβ =∆ . 
Ainsi le choix de refU  n’est pas anodin lorsqu’il conduit à des simplifications pour une résolution 
numérique.  
2.2 Valeur des nombres caractéristiques – Cohérence Physique 
Le problème des études numériques portant sur un système d’équations écrites en grandeurs 
adimensionnelles et utilisant un certain nombre de changements de variable est que l’on voile le sens 
physique et les valeurs réelles des grandeurs physiques possibles. 
Un exemple typique peut être tiré de l’article de Costa [6] qui annonce pour ses applications numériques : 
Ec=10-5, à 10-7, ∆T=10k, Ra=105., avec T0=300k (et 500k), ∆T=10k et Pr=1. Prenons le cas des gaz parfaits, 
on suppose g=10m/s², et cP=1000J/kg/K (valeurs qui ne sont pas données). On peut alors déduire les valeurs 
de φ, H et α reproduites dans le tableau ci-dessous : 
 
Ec 10-5 10-6 10-7 10-5 
T0 (k) 300 300 300 500 
φ 30 3 0,3 50 
H(m) 30000 3000 300 50000 
α (m/s²) 9487 300 9,487 15811 
Table 2 
Il ne semble pas possible, pour un gaz réel d’obtenir le jeu de paramètres considéré.  
Cet exemple montre bien que pour ne pas perdre le sens de la physique, il est intéressant de résoudre 
numériquement les équations dimensionnelles, les progrès du calcul numérique sont tels, qu’il n’est plus 
forcément préférable d’user autrement. 
2.3 Sur le critère d’impact du travail des termes de pression et gravité dans le 
bilan d’énergie – cas de la cavité. 
Gray, A. Giorgini [10], introduisent un critère quantifiant l’impact du travail des termes de pression : ils 
indiquent que le travail des forces de pression peut être négligé si 
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qu’il est écrit par Pons et Le Quéré [8,9]. Ainsi, pour que le travail des termes de pression soit actif il faut 
vérifier : 
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Il faut remarquer tout de suite que le critère énoncé ne ressort pas directement de l’analyse produite dans le 
tableau 1, mais il a une signification physique précise, il compare l’écart de température maximal imposé à 
l’écart de température naturel du champ adiabatique au repos sur la hauteur H. En effet : 
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Par contre, et comme on nous le verrons plus loin, ce critère peut être déduit de bilans approximés. 
3 Analyse  
Nous restreignons ici l’utilisation de notre code numérique en application à une cavité différentiellement 
chauffée, telle que décrite par Pons [7, 8, 9]. L’objectif est d’examiner l’impact des principales 
approximations des modèles de Boussinesq, Boussinesq-thermodynamique (Pons [8, 9]), où non-Boussinesq 
dilatable (résultats présentés), sur la réalité physique telle qu’issue de l’utilisation de notre code (« exact »). 
3.1 Comparaison des principaux modèles 
Nous classifions ici les modèles à partir de l’écriture de l’équation d’énergie, appliqué à un écoulement 2D 
stationnaire (x2 vertical ascendant) : 
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Notons que l’écriture de l’équation pour les modèles Boussinesq-Thermodynamique et Non-Boussinesq 
Dilatable conduit à la définition du paramètre φ qui quantifie par ces équations simplifiées le terme de travail 
des forces de gravité (mais il ne s’agit pas de buoyancy !). Dans son application, et compte tenu du modèle, 
Pons [8] justifie ainsi la suppression du terme de pression proprement dit. 
Les trois modèles B, BT et NBD, se réfèrent à un champ initial hydrostatique, c'est-à-dire T0=Cste et ρ0=Cste 
partout, P0+ ρ0gh=Cste, ce qui est le cas des liquides et non d’un gaz, d’où les équations produites... A la 
différence de Costa [6], notre modèle prend en compte une écriture complète de la loi d’état. 
3.2 Présentation succincte de l’outil numérique et de la configuration étudiée 
La résolution des équations discrètes repose sur une formulation implicite basée sur l’approche temporelle 
décrite par Barrios [4, 5]. Afin de déterminer la pression, une équation du type Helmholtz est dérivée du 
couplage entre les équations de conservation de la masse et de conservation de la quantité de mouvement. 
L’algorithme est basé sur une formulation aux différences finies du second ordre sur une grille décalée. Le 
jeu d’équations est résolu en utilisant une procédure itérative prédicteur-correcteur à chaque pas de temps. 
Lors de l’étape de prédiction, les équations de quantité de mouvement et de l’énergie sont avancées au 
moyen d’un schéma implicite de Crank-Nicolson pour les termes d’advection/convection et de diffusion. Le 
terme de pression dans l’équation de l’énergie est traité de façon implicite. La solution numérique de 
l’équation d’Helmholtz est obtenue à l’aide d’un solveur Multigrille (cycles en V) basé sur une relaxation 
ILU de type SIP (Strong Implicit Procedure) 
La configuration géométrique est celle étudiée par Pons [7, 8, 9]. Il s’agit d’air remplissant une cavité carrée 
de hauteur H=1.286m, Les parois verticales sont maintenues à température constante avec un écart 
∆Tr=4,890 10−3K, les parois horizontales sont adiabatiques et la température initiale au sol est T0=300K, soit 
Ra=1,16 106, φ=2,63, Ec =5,72 10-5 (avec 2/1)/( RaHU ref α= ). L’air est assimilé à un gaz parfait (βT=1). 
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3.3 Résultats des calculs 
Les résultats de comparaison sont donnés dans le tableau ci-dessous (cavité et paramètres décrits 
précédemment): 
 Nuwall Numid 
Boussinesq [7] 8,830    8,840 8,840 
Boussinesq-thermodynamique [8] 13,151 1,416 
Non-Boussinesq-Dilatable 13,118 1,416 
 
Les calculs utilisant l’équation (9) ne sont pas présentés ici, puisqu’ils ne peuvent pas être comparés à ceux 
de la bibliographie. En effet dans les conditions initiales et les conditions aux frontières ne sont plus les 
mêmes. 
A titre d’exemple de résultat, nous donnons ci-dessous l’évolution de tous les termes du bilan d’énergie, sur 
une horizontale pour « Non-Boussinesq dilatable », équation 8 : 
 
 
Fig. 1. Bilan d’enthalpie (équation 8). Grandeur des termes d’advection, de diffusion and de travail des 
forces de pression sur un plan médian vertical et horizontal. Le terme de dissipation n’est pas donné sur les 
graphes, du fait qu’il reste partout totalement négligeable. 
Notons que le terme de pression, qui est le plus souvent négligeable (par calcul avec l’équation 8) sauf pour 
les cas où φ ≥ 2, comprend la pression et la gravité sous la forme : 
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Ce qui signifie que si ce terme est négligeable,  
- le terme de travail des forces de pression seules ne l’est pas et vaut : 
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- Le terme de pression n’intervient pratiquement pas dans l’équation d’énergie pour un écoulement 
davantage proche d’un liquide que d’un gaz (conditions initiales P0, T0, ρ0). 
On ne peut donc pas s’affranchir de l’évolution hydrostatique de la pression, et encore moins de l’évolution 
adiabatique de la pression de référence si l’on traite l’équation (9). 
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Il est surprenant que le calcul utilisant l’équation (7) et 0=udiv r (Pons et Le Queré) donne la même valeur 
du nombre de Nusselt qu’un calcul utilisant l’équation (8) et une expression exacte de la continuité. C’est 
pour cette raison que nous ne présentons ici que nos résultats issus du traitement de l’équation (8). Nous 
pouvons ainsi montrer que l’analyse globale est très insuffisante par rapport à l’analyse locale, où nous 
pouvons examiner le comportement de chaque terme des bilans en tous points de l’espace physique 
considéré. 
 
4 Conclusion  
La résolution numérique d’un système d’équation « exacte » pour l’analyse des écoulements de gaz chauffés 
en convection naturelle dans une cavité fermée différentiellement chauffée devient un impératif compte tenu 
du manque de cohérence physique des travaux de la bibliographie.  
D’une part les résultats globaux donnant le nombre de Nusselt semblent insuffisants pour comparer les 
modèles. Cela laisse croire que certains calculs pourraient être confirmés alors que cela ne peut être au vu 
des équations traitées. 
D’autre part quand on examine en détail les termes des bilans, il apparaît que le terme de travail des forces de 
pression doit bien être analysé indépendamment du travail des forces de gravité, lesquelles ne sont jamais 
écrites correctement puisque l’évolution adiabatique de la température et de la densité n’est pas prise en 
compte dans les travaux de la bibliographie. 
Enfin le terme de dissipation est bien négligeable pour les cas traités de la cavité en convection naturelle. 
Les résultats du code « exact » seront exposés, ils n’ont pas été donnés ici car ils ne peuvent pas être 
confrontés aux résultats de la bibliographie qui ne se réfèrent pas à un état standard adiabatique au repos. 
Il est évident que le travail présenté est restreint au cas de la cavité, en écoulement laminaire. Cependant les 
présents constats posent la question de la validation des résultats de la bibliographie utilisant des équations 
réduites pour des écoulements autres, semi-confinés, ouverts, en transition ou turbulent. 
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